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  1تمرين 
  :احسب النھايات التالية

( )
2 2

2 2

4 2 6
lim ; lim ;

2 2x x

x x x

x x x→ →

− − −
− −

 

2 3

23

6 9 1
lim ; lim ;

3 1x x

x x x

x x→ →−∞

− + −
− −

 
3

2

sin 3 1
lim ; lim ;

2 5x x

x x

x xπ π→ →+∞

−
− +

 

0 0

1 cos sin 2
lim ; lim ;

sinx x

x x x

xtgx x x→ →

− −
+

 

4 1

2 1 3 3 3 2
lim ; lim ;

4 1x x

x x x

x x→ →

+ − − + −
− −

 

2

23

3
lim ; lim 1;

4 4x x

x
x x

x x→ →+∞

− − +
+ + −

  

2

0

5 3 3
lim ; lim 3 ;

9 3x x

x x
x x x

x→ →−∞

+ − + − +
+ −

 

3

0

1 cos 1
lim ; lim sin ;

cos sinx x

x
x

x x x x→ →+∞

−  
 
 

 

( )2

4

cos 2
lim ; lim 1 sin ;

2cos 2 xx

x
x x

xxπ

π
→+∞→

 + +  −  

0 0

sin 3 sin 5
lim ; lim ;

2x x

x x

x tg x→ →
 

( ) ( )
20 0

1 cos sin sin 1 cos
lim ; lim ;

sinx x

x x

x x→ →

− −  

( )3

0 0

32 8
lim ; lim ;

3 2x x

x xx

x x x→ →

++ −
−

 

2

200

sin
lim ; lim ;

1 cosxx

x x

xx+ →→ −
 

( )
( ) 31 0

sin 2 2 sin
lim ; lim ;

sin 1x x

x tgx x

x x→ →

− −
−

 

( )
2

0 0

1 cos
lim ; lim ;

cos 2 1x x

x x

x tgx→ →

−
−

 

20 0

1 1 2
lim ; lim cos 3 ;

2 2 cosx x
tg x tgx x

x x x

π π
→ →

    − + −    
    

3 3

0 0

1 cos 1 sin 1 sin
**lim ; lim ;

sinx x

x x x

x x tgx→ →

− + − −
−

( )2

20 0

sin 1 cos
lim ; lim ;

2 sinx x

x x x

x x→ →

+ − 

( )
2 0

3 sin
lim 2 ; lim ;
x x

tgx x
x tg

x x

π
→ →

− −  
 

 

( )2

20 0

cos cos sin
lim ; lim ;

2cos 3cos 1 2x x

x x x x

x x tg x

π
→ →

−

− +
  

4
2

cos 5 3
lim ; lim ;

sin 2 4xx

x x

x xπ →→

+ −
−

  

( ) 2
2

2

sin
lim ; lim 1 sin ;

1x x

x x
x tg x

x π→+∞ →
−

+
 

2

1 sin cos
lim

1 sin cosx

x x

x xπ→

− +
− −

  

  2تمرين 
  :المعرفة بما يلي fنعتبر الدالة العددية 

( ) 2 2f x x x= − +.  
 .fمجموعة تعريف الدالة  fDحدد  .1
 .fDمتصلة على  fبين أن  .2
):  بين أن .3 )lim

x
f x

→+∞
= +∞. 

 .fاعط جدول تغيرات الدالة  .4
على المجال  fقصور الدالة  hلتكن  .5

[ [1;+∞. 
]تقابل من المجال  hبين أن  . أ [1;+∞ 

  .يجب تحديده Jنحو مجال
 xلكل  hحدد الدالة العكسية للدالة  . ب

  . Jمن 
  3تمرين 

  :بما يلي ℝرفة على المع fنعتبر الدالة العددية 

( ) 2 1f x x x= + +.  
): لدينا xبين أنه لكل عدد حقيقي  .1 ) 0f x >. 
عند محدات حيز تعريف  fأحسب نھايات  .2

 .fالدالة 
 .fادرس تغيرات الدالة  .3

):   بين أن .4 ) ( )
21

: 1x x x
f x

−∀ ∈ = − +ℝ. 

 ℝمن  J نحو مجال ℝتقابل من  fبين أن  .5
 .يجب تحديده

)حدد  .6 )1f x−  لكلx  منJ. 
1fاستنتج تغيرات الدالة  .7 −.  

  4تمرين 
  :بما يلي ℝالمعرفة على  hنعتبر الدالة العددية 

( ) 3 3 1h x x x= − −.  
 .hادرس تغيرات الدالة  .1
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)بين أن المعادلة  .2 ) ( ): 0E h x تقبل ث8ث  =

 .حلول حقيقية
 .cosαبد:لة  cos3αاحسب  .3
2cosxنضع  .4 α= استنتج الجذور الث8ث ،

)للمعادلة  )E على شكلھا المثلثي.  

  5تمرين 
المعرفة بما  xللمتغير الحقيقي  fنعتبر الدالة العددية 

  :يلي

( )

( )

2 1 1
, 0

0 0

x
f x x

x
f

 + −= ≠

 =

  

0في  fادرس اتصال الدالة  .1 0x =. 
 .fادرس زوجية الدالة  .2
+على  fادرس رتابة الدالة  .3

ℝ  ثم استنتج
 .ℝرتابتھا على 

يجب  Jنحو مجال  ℝتقابل من  fبين أن  .4
 . تحديده

1fحدد الدالة العكسية  .5 −. 
  6  تمرين

  :المعرفة بما يلي fنعتبر الدالة العددية 

( )
3

3
3

1

1

x
f x

x

−=
+

.  

 .fDحدد  .1
 .fDعند محدات  fأحسب نھايات  .2
[تناقصية قطعا على  fبين أن  .3 [1;0−. 
[تقابل من fبين أن  .4  Jنحو مجال  −0;1]

 .تحديده يجب
1fحدد  .5 −. 

  7تمرين 
  :المعرفة بما يلي fنعتبر الدالة العددية 

( ) 2 3 2f x x x= + − −.  
 .fDحدد  .1
)احسب  .2 )lim

x
f x

→+∞
. 

 .3على يمين  fادرس قابلية اشتقاق  .3

):  بين أن .4 ) ( )2

; 3 1fx D f x x∀ ∈ = − +. 

 .fاعط تغيرات الدالة  .5
يجب  Jنحو مجال  fDتقابل من fبين أن  .6

 .تحديده

)حدد تعبير  .7 )1f x−  لكلx  منJ.  

  8تمرين 
:   بين أن المعادلة  

] [0; ; cos cos 2 cos3 0θ π θ θ θ∈ + + =  
.تقبل ح8 على اEقل  

  9  تمرين
المعرفة بما  xللمتغير الحقيقي  fنعتبر الدالة العددية 

  :يلي

( )

( )

21 1
, 0

0 0

x
f x x

x
f

 − += ≠

 =

  

0في  fادرس اتصال الدالة  .1 0x =. 
0في  fادرس قابلية اشتقاق الدالة  .2 0x =. 
  .أول ھندسيا النتيجة المحصل عليھا .3

  10 تمرين
  : ية  المعرفة بما يليلتكن الدالة العدد

( )
2 2 3

2 2

x x
f x

x

− +=
− −

.  

 .fمجموعة تعريف الدالة  fDحدد  .1
في النقطة  fادرس قابلية اشتقاق الدالة  .2

0 2x =. 
  .لة عليھااعط تأوي8 ھندسيا للنتيجة المحص .3

  11تمرين 
المعرفة بما  xللمتغير الحقيقي  gنعتبر الدالة العددية 

)             :يلي ) 3 22 5 3g x x x= − −.  
 .gادرس تغيرات الدالة  .1
)بين أن المعادلة  .2 ) 0g x  αتقبل ح8 وحيدا  =

5من المجال 
;3

2
 
  

.  

  12تمرين 
]دالتين معرفتين على مجال  gو  fلتكن  ];a b  حيث

a b<.  
  : نفترض أن

•••• f  وg  متصلتان على[ ];a b  و قابلتان

[ل8شتقاق على  [;a b. 

•••• ] [ ( ) ( );x a b f x g x′ ′∀ ∈ ≤. 

]دالة تزايدية على  gبين أن  .1 ];a b.  
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)بين أن  .2 )f g−  تناقصية على

[ ];a b ثم استنتج أن ، :

( ) ( ) ( ) ( )f b f a g b g a− ≤ −. 
)بين أن  .3 )f g+  تزايدية على[ ];a b ،

: ثم استنتج أن 
( ) ( )( ) ( ) ( )f b f a g b g a− − ≤ −. 

: استنتج أن  .4
( ) ( ) ( ) ( )f b f a g b g a− ≤ −.  

  13تمرين 
و قابلة  ℝنحو  ℝدالة عددية معرفة من  fلتكن 

0ل8شتقاق في النقطة  0x )بحيث  = )0 0f و  =

( )0 1f ′ =.  
:                                                                              حدد النھاية التالية

( ) ( ) ( ) ( )*

0

2
lim

nx

f x f x f nx
n

x→

× × ×
∈

⋯
ℕ.  

  14تمرين 

;0من المجال  αبين أنه يوجد عدد وحيد 
2

π 
  

: حيث 

1 sinα α− =.  
  15تمرين 

  :المعرفة بما يلي fنعتبر الدالة العددية 
( ) 2f x x x= −.  

 .fمجموعة تعريف الدالة  fDحدد  .1
 .fDعند محدات  fأحسب نھايات  .2

):   احسب .3 )
0

lim
x

f x

x+→
. 

 .fضع جدول تغيرات الدالة  .4
]على المجال  fقصور الدالة  gلتكن  .5 ]0;1. 

a.  بين أنg  تقابل من المجال[ ]0;1 
  .يجب تحديده Jنحو مجال 

b.  1حدد تعبيرg −.  
  16  تمرين

المعرفة بما  xللمتغير الحقيقي  fنعتبر الدالة العددية 
  :يلي

( ) 1

1

x
f x

x

+=
−

.  

 .fمجموعة تعريف الدالة  fDحدد  .1
 .fDعند محدات  fأحسب نھايات  .2

:  بحيث bو  aحدد العددين الحقيقيين  .3

( ) ( ):
1

f

b
x D f x a

x
∀ ∈ = +

−
. 

]تزايدية قطعا على المجال  fبين أن  .4 [0;1. 
]على المجال  fقصور الدالة  gليكن  .5 [0;1. 

a. بين أن g  1تقبل دالة عكسيةg −. 
b.  1حدد مجموعة تعريفg −.  
c.  1حدد تعبيرg −. 

  17تمرين 
المعرفة بما  xللمتغير الحقيقي  fنعتبر الدالة العددية 

)              :يلي ) 1f x tgx x= − −.  

;0متصلة على  fبين أن  .1
2

π 
  

. 

;0تزايدية قطعا على  fبين أن  .2
2

π 
  

. 

;0حدد صورة المجال  .3
2

π 
  

 .fبالدالة  

:   استنتج أن .4

! 0; : 1
2

tg
πα α α  ∃ ∈ = +    

 .  

  18تمرين 
  :المعرفة بما يلي fنعتبر الدالة العددية 

( ) sin

1 1

x
f x

x x
=

+ − −
.  

 .fحدد حيز تعريف الدالة  .1
 .دالة زوجية fبين أن  .2
تقبل تمديدا با:تصال في  fبين أن الدالة  .3

0 0x = .  

  19تمرين 
]دالة متصلة على المجال  fلتكن  : بحيث 1;0[

[ ] ( )0;1 , 1 2x f x∀ ∈ < ≤.  
]الدالة المعرفة على المجال  gلتكن و : بما يلي 1;0[

[ ] ( ) ( )0;1 , 1x g x xf x∀ ∈ = −.  
]متصلة على المجال  gبين أن  .1 ]0;1. 
)حدد إشارة كل من  .2 )0g   و( )1g. 

[:   استنتج أن .3 [ ( ) 1
0;1c f c

c
∃ ∈ =. 
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  20تمرين 
+المعرفة على  fنعتبر الدالة العددية 

ℝ بما يلي:  

        ( ) 3 2 3f x x x x= − −.  
:  تحقق من أن .1

( )
3 3 2

1 1
0 1x f x x

x x

 
∀ > = − − 

 
. 

):  احسب .2 )lim
x

f x
→+∞

. 

]من  yو  xليكن  .3 xبحيث  ∞+;1] y<              .
)قارن  )f x  و( )f y ة ثم استنتج رتابf 
]على  [1;+∞. 

)بين أن المعادلة .4 ) 0f x  αتقبل ح8 وحيدا  =
]في المجال  [1;+∞. 

3: يحقق αبين أن  .5 24 0α α α− − =. 
  .αاستنتج قيمة  .6

  21تمرين 
:            المعرفة بما يلي fنعتبر الدالة العددية 

( ) 3cos 3cos 2f x x x= − +.  

]:   بين أن .1 ]( ) ( ) 30; : 3sinx f x xπ ′∀ ∈ =. 

] على المجال fاستنتج تغيرات الدالة  .2 ]0;π . 

[:   بين أن .3 [ ( )! 0; 2fα π α∃ ∈ =.  

  22تمرين 
]دالة عددية متصلة على المجال  fلتكن  :  حيث 1;0[

( )0 0f )و  = )1 1f =.  

[:  بين أن [ ( ) 1
0;1

1

c
c f c

c

−∃ ∈ =
+

.  

  23  تمرين
3بين أن المعادلة  4 2 0x x+ + تقبل ح8 وحيدا في  =

ℝ.  
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